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Résumé :
Le béton est un matériau complexe essentiellement par son caractère composite, poreux et les fortes interactions à
l’échelle microscopique de ses constituants avec l’eau. La pâte de ciment, constituant dont les propriétés évoluent
le plus dans le temps, mérite une attention particulière. Ses caractéristiques élastiques au cours de l’hydrata-
tion sont estimées par homogénéisation des milieux aléatoires. Le modèle morphologique fait référence aux deux
types de C-S-H (silicates de calcium hydratés) fréquemment évoqués : les C-S-H haute densité (ou inner products)
forment une couche autour des particules anhydres, alors que les C-S-H basse densité (ou outer products) jouent
le rôle d’une matrice poreuse. Les simulations du module de Young effectif au cours de l’hydratation sont en très
bon accord avec les données expérimentales disponibles.
Abstract :
Concrete is a complex multi-scale composite involving multi-physics processes. As it is the only evolving compo-
nent, the cement paste has a major influence on the mechanical properties of concrete at early age. The homoge-
nization theory for disordered media is used in order to model the development of the elastic properties of a cement
paste during its hydration. The morphological model refers to two types of C-S-H distinguished by many authors:
high density C-S-H or inner products build up layers surrounding the anhydrous particles, while low density C-S-H
or outer products play the role of a porous matrix. The effective Young’s modulus evolution with respect to the
degree of hydration proves to be in excellent agreement with the experimental results available in the literature.
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1 Introduction
Au cours de la réaction chimique d’hydratation du ciment, les hydrates (produits) forment
des liens entre les grains anhydres (réactifs) en cours de dissolution. La porosité, initialement
occupée par l’eau, est progressivement réduite. Les caractéristiques mécaniques de la pâte sont
donc susceptibles d’évoluer au cours de l’hydratation. Cette communication se concentre sur
l’évolution de la rigidité, estimée par homogénéisation des milieux aléatoires.
2 Observation et modélisation de la morphologie
On peut distinguer, sur des sections polies de pâte de ciment hydratée (figure 1), par ordre
de rigidité croissante : les hydrates dits « basse densité » (BD), les hydrates dits « haute den-
sité » (HD) et l’anhydre. Du point de vue morphologique, il est raisonnable d’admettre que les
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hydrates BD (ou outer products) forment une matrice dans laquelle sont plongées des inclu-
sions composites formées d’un cœur d’anhydre entouré d’hydrates HD (ou inner products). La
distinction entre ces deux types d’hydrates a été proposée par de nombreux auteurs en ce qui
concerne les C-S-H.
anhydre
hydrates
haute densité
hydrates
basse densité
FIG. 1 – Observation au microscope et grille de nano-indentation [1] sur section polie d’une pâte à
e/c = 0.5
On se penche à présent sur la morphologie de ces deux types d’hydrates. La croissance de
C-S-H sur la surface d’un cristal de C3S (principal constituant de l’anhydre) semble se faire
par agrégation de petites particules aplaties, d’épaisseur 5 nm, et dont la plus grande face (de
dimensions 60 ∗ 30 nm) est parallèle à la surface du cristal [2]. On appellera dans toute la suite
« briquettes élémentaires » ces petites particules. On suppose que l’ensemble des hydrates d’une
pâte est formé de ces mêmes briquettes, agencées d’une manière qu’il reste à préciser.
On peut raisonnablement supposer qu’au delà des premières couches, les briquettes sui-
vantes se déposent de manière beaucoup moins ordonnée. Pour simplifier, on considère pour
les hydrates HD une répartition uniforme de l’orientation de ces briquettes. La taille des pores,
situés entre les briquettes, est alors de l’ordre de 5 à 60 nm, ce qui correspond grossièrement aux
pores de gel (1 à 50 nm). On suppose de plus que la porosité ϕhd des hydrates HD est uniforme
et invariable au cours de l’hydratation. Seule la fraction volumique de ces hydrates dans la pâte
augmente au cours du temps.
Les hydrates BD renferment à la fois des pores de gel et des pores capillaires, de dimensions
de 50 nm à 20 µm. Une façon d’atteindre de telles tailles est de considérer l’assemblage de
quelques briquettes élémentaires, pour former des plaquettes, de forme aplatie. Au fur et à
mesure de l’hydratation, de plus en plus de plaquettes précipitent dans l’espace initialement
occupé par l’eau. Ainsi, la porosité des hydrates BD évolue au cours du temps. Par contre, on
suppose que les plaquettes ont toutes la même forme. Du point de vue mécanique, les plaquettes
des hydrates BD ont les mêmes caractéristiques que les briquettes des hydrates HD. Tout ceci
mène au modèle morphologique représenté schématiquement sur la figure 2.
hydrates haute densité
anhydre
hydrates basse densité
pores capillaire et de gel
briquette élémentaire
(forme aplatie)
plaquette solide
élémentaire
de C-S-H
(forme aplatie)
pore de gel
briquette
FIG. 2 – Représentation schématique du modèle morphologique de pâte de ciment proposé
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3 Description du schéma d’homogénéisation
Le matériau « hydrates HD » est considéré comme un polycristal poreux dont les particules
solides sont les briquettes de dimensions 5 ∗ 30 ∗ 60 nm. On propose alors un schéma auto-
cohérent pour estimer la rigidité effective, notée Chd. La sphère représentant la phase solide
dans le schéma auto-cohérent usuel est remplacée par un ensemble d’ellipsoïdes de révolution
aplatis (de rapport d’aspect rshd = 5/
√
30 ∗ 60 ≈ 0.12). L’orientation de ces derniers est unifor-
mément répartie, ce qui conduit à une rigidité effective isotrope : les modules de compression
et cisaillement effectifs sont notés khd et µhd. Les déformations moyennes de l’espace poreux
et de la phase solide sont estimées à l’aide du résultat de l’inhomogénéité d’Eshelby :
〈ε〉p = Ap : E∞ avec Ap = (I− Ssphhd )−1 (1)
〈ε〉s = As : E∞ avec As =
∫ 2pi
0
∫ pi
0
[I+ Pellhd(θ, φ) : (Cs − Chd)]−1
sin θ
4pi
dθ dφ (2)
où Ssphhd est le tenseur d’Eshelby d’une sphère dans le milieu de rigidité isotrope Chd, Pellhd(θ, φ)
le tenseur de Hill d’un ellipsoïde de révolution d’axe er ((r, θ, φ) définissant le système de co-
ordonnées sphériques) dans le même milieu, Cs la rigidité des briquettes, etE∞ la déformation
imposée à l’infini. L’estimation auto-cohérente de la rigidité des hydrates HD s’écrit alors :
Chd = (1− ϕhd)Cs : As : [ϕhdAp + (1− ϕhd)As]−1 (3)
ce qui se décompose en deux équations scalaires non linéaires dont khd et µhd sont solutions.
Cette estimation peut être confrontée à des calculs par éléments finis [3] sur des images 3D
de microstructures construites en implantant des parallélépipèdes de 21 ∗ 3 ∗ 3 voxels dans un
cube (voir figure 3). On observe un excellent accord, aussi bien sur le module de Young effectif
(calculé à partir de Es = 45.7 GPa et νs = 0.33 pour le solide) que sur le coefficient de Poisson
effectif (calculé à partir des trois valeurs νs = 0, 0.2 et 0.33). Le schéma auto-cohérent avec
particules solides allongées est ainsi pertinent pour modéliser l’élasticité de polycristaux poreux
à cristaux en aiguilles. On admettra qu’il en est de même lorsque les particules solides ont une
forme aplatie, telles les briquettes des hydrates HD et les plaquettes des hydrates BD.
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FIG. 3 – Module de Young et coefficient de Poisson effectifs d’un polycristal à aiguilles estimés par
schéma auto-cohérent (pour trois valeurs du rapport d’aspect rs des ellipsoïdes solides) et calculés nu-
mériquement [3]
Les hydrates BD ayant aussi une morphologie de type polycristal poreux avec particules
solides aplaties (plaquettes), on reprend le schéma qui vient d’être décrit pour les hydrates HD.
La pâte est vue comme un composite de type matrice (hydrates BD) – inclusions (sphères
composites, cœur anhydre entouré d’une calotte d’hydrates HD). On fait alors appel à un schéma
de Mori Tanaka généralisé (l’inclusion homogène est remplacée par une sphère composite).
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4 Données d’entrée du modèle
Le modèle morphologique (schéma d’homogénéisation) de pâte de ciment nécessite les frac-
tions volumiques et les caractéristiques élastiques des différentes phases.
Au total, cinq phases sont à considérer : l’anhydre (fraction volumique notée fa), le solide
des hydrates basse (f sbd) et haute (f
s
hd) densité, et les pores des hydrates basse (f
p
bd) et haute
(fphd) densité. Ces cinq fractions volumiques sont à déterminer en fonction du rapport massique
initial eau sur ciment e/c et du degré d’avancement de l’hydratation α. Le modèle d’hydratation
de Powers fournit les fractions volumiques d’anhydre (indice a), d’hydrates (h), d’eau (e) et de
pores (p, rassemblant les pores capillaires, de fraction volumique 1 − fa − fh, et les pores de
gel, de plus petite taille) :
fa =
0.32(1− α)
e/c+ 0.32
, fh =
0.68α
e/c+ 0.32
, fe =
e/c− 0.42α
e/c+ 0.32
et fp =
e/c− 0.17α
e/c+ 0.32
(4)
La réaction d’hydratation est supposée se terminer à α = αult lorsque fa = 0 ou fe = 0 :
αult =
{
1 si e/c > 0.42
e/c
0.42
si e/c < 0.42
(5)
Le modèle proposé par Tennis et Jennings sépare en HD et BD le solide des hydrates :
f sbd
f sbd + f
s
hd
= mbd = 3.017αe/c− 1.347α+ 0.538 (6)
On écrit la porosité totale, la quantité totale d’hydrate solide (f sh, aussi obtenue par le modèle
de Powers) et la porosité des hydrates HD (constante par hypothèse, voir section 2) :
fpbd + f
p
hd = fp , f
s
bd + f
s
hd = f
s
h =
0.49α
e/c+ 0.32
et
fphd
fphd + f
s
hd
= ϕhd (7)
Les quatre équations (6) et (7), ainsi que l’expression de fa extraite de (4), permettent de dé-
terminer les cinq fractions volumiques nécessaires. On détermine enfin très simplement les
quantités nécessaires au schéma d’homogénéisation développé en section 3 :
fhd = f
s
hd + f
p
hd et ϕbd =
fpbd
fpbd + f
s
bd
(8)
Outre les fractions volumiques des phases, il est nécessaire de disposer des caractéristiques
élastiques de ces dernières. Les caractéristiques élastiques de la phase anhydre et des hydrates
HD ont été mesurées par nano-indentation [4, 5] (voir tableau de gauche de la table 1). Les
caractéristiques des hydrates BD évoluent au cours du temps, par le biais de la porosité ϕbd, qui
elle même dépend de la valeur de e/c et du degré d’hydratation α selon (8). Ainsi, la nano-
indentation ne peut fournir qu’un instantané de la rigidité des hydrates BD. C’est pourquoi il a
fallu développer un schéma d’homogénéisation propre à ces derniers en section 3, pour estimer
leurs caractéristiques élastiques, qui dépendent en outre de la rigidité Cs du solide constituant
des briquettes. Cette rigidité n’est pas accessible par nano-indentation du fait de la taille trop
petite des briquettes. Elle peut cependant être estimée par analyse inverse des caractéristiques
des hydrates HD, fixes dans le temps et mesurées par nano-indentation. À partir de (3), du
rapport d’aspect rshd ≈ 0.12 des briquettes déterminé en section 3 et d’une estimation de la
porosité ϕhd = 0.30 (0.35 et 0.30 selon Tennis et Jennings ; 0.28 selon Powers), on obtient
les caractéristiques élastiques du solide des hydrates reprises dans le tableau de gauche de la
table 1.
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5 Mise en œuvre et confrontation expérimentale
Seul le rapport d’aspect des plaquettes solides constituant les hydrates BD manque pour
mettre en œuvre le modèle. Ce dernier conditionne la porosité critique au delà de laquelle la
rigidité des hydrates BD s’annule (voir figure 3 gauche). On peut donc raisonnablement penser
que le rapport d’aspect optimal peut être calibré sur des données expérimentales concernant la
prise de la pâte. Le degré d’hydratation critique αexp0 , en dessous duquel la résistance mécanique
de la pâte est négligeable, a été déterminé expérimentalement en fonction du e/c [6]. La valeur
optimale du rapport d’aspect des plaquettes est rsbd = 0.033 (figure 4 gauche). Le degré d’hy-
dratation de prise ne dépend que très peu de la porosité ϕhd des hydrates HD (figure 4 droite).
Le choix plus ou moins arbitraire ϕhd = 0.30 n’a ici pas grande influence. Le rapport d’aspect
optimal rsbd = 0.033 pour les plaquettes des hydrates BD ne correspond pas à celui des briquettes
des hydrates HD (rshd = 0.12). A posteriori, ceci justifie la notion de plaquette introduite pour la
phase BD, et définie comme une juxtaposition de briquettes élémentaires. La table 1 rassemble
toutes les données nécessaires pour implémenter le modèle.
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FIG. 4 – Estimation auto-cohérente du degré d’hydratation de prise et valeurs expérimentales [6]
E (GPa) ν méthode
anhydre (a) 135 0.3 nano-indentation [4]
hydrates HD (hd) 31 0.24 nano-indentation [5]
phase solide des hydrates (s) 71.6 0.27 analyse inverse de hd
rshd 0.12
rsbd 0.033
ϕhd 0.30
TAB. 1 – Données d’entrée des simulations
On compare d’abord les prédictions avec les résultats expérimentaux de [7], où sont mesurés
le degré d’hydratation et le module de Young effectif de pâtes à 14, 28 et 56 jours sur deux
ciments différents et pour des rapports e/c allant de 0.25 à 0.6. L’accord est excellent sur toute
la gamme de rapports e/c (figure 5). Notons que les simulations sont basées sur des paramètres
tirés de la littérature sans qu’aucun ajustement avec les données de [7] n’ait été nécessaire.
On s’intéresse ensuite aux pâtes de ciment suffisamment agées pour considérer l’hydratation
comme arrivée à terme : α = αult (5). Dans [8], le module de Young a été mesuré pour trois
matériaux (pâtes fabriquées à partir de deux ciments Portland et du C3S quasi pur), plusieurs
e/c (compris entre 0.3 et 0.6) et plusieurs échéances (6, 7, 8, 14 et 24 mois pour les ciments
et 8 et 14 mois pour le C3S). Les (raisonnables) écarts entre modèle et expérience (figure 5)
peuvent être liés à une estimation trop imprécise du degré d’hydratation réel. Ce modèle n’est
qu’une première ébauche : la distinction entre C-S-H HD et BD ne suffit pas à décrire toute la
complexité des pâtes de ciment, qui se composent de nombreux autres produits d’hydratation.
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FIG. 5 – Module de Young de pâtes de ciment en cours d’hydratation et complètement hydratées, estimé
par homogénéisation des milieux aléatoires (traits), et mesuré expérimentalement (points) [7, 8]
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